
ЕЛЕКТРОМЕХАНІЧНІ СИСТЕМИ, МЕТОДИ ОПТИМІЗАЦІЇ ТА МОДЕЛЮВАННЯ 

Електромеханічні і енергозберігаючі системи. Випуск 1/2013 (21) 
32 

УДК 621.3.011 

АНАЛИЗ НЕЛИНЕЙНЫХ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЕЙ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ 
ОРТОГОНАЛЬНЫХ СОСТАВЛЯЮЩИХ МГНОВЕННОЙ ПРОВОДИМОСТИ И СОПРОТИВЛЕНИЯ 

М. С. Малякова, А. П. Калинов 
Кременчугский национальный университет имени Михаила Остроградского 
ул. Первомайская, 20, г. Кременчуг, 39600, Украина. E-mail: marry_88@mail.ru, scenter@kdu.edu.ua 
Предложен метод анализа нелинейных электрических цепей с использованием ортогональных 

составляющих мгновенной проводимости и сопротивления. Показан механизм формирования ортогональных 
составляющих мгновенной проводимости нелинейной электрической цепи. Приведены и проанализированы 
аналитические выражения для составляющих мгновенной проводимости и сопротивления. Проведен анализ 
уравнений баланса составляющих мгновенных проводимости и сопротивления, на основании которых были 
определены гармонические составляющие тока нелинейной электрической цепи, состоящей из последовательно 
подключенных активного линейного и нелинейного сопротивлений. Доказана точность и адекватность 
разработанного метода путем сравнительного анализа гармонических составляющих тока, рассчитанных с 
применением предложенного метода и полученных в результате численного расчета математической модели 
исследуемой цепи. К главным преимуществам предложенного метода можно отнести универсальность в 
использовании, а также то, что он дает возможность оценить влияние параметров цепи на композицию спектра 
тока. 
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Запропоновано метод аналіза нелінійних електричних кіл із використанням ортогональних складових 

миттєвої провідності та опору. Показано механізм формування ортогональних складових миттєвої провідності 
нелінійного електричного кола. Наведено й проаналізовано аналітичні вирази для складових миттєвої 
провідності та опору. Проведено аналіз рівнянь балансу складових миттєвої проводності та опору, на базі яких 
було визначено гармонійні складові струму нелінійного електричного кола, що складається з послідовно 
підключених активного лінійного та нелінійного опору. Доведено точність та адекватність розробленого методу 
шляхом порівняльного аналізу гармонійних складових струму, розрахованих із використанням 
запропонованого метода та отриманих унаслідок чисельного розрахунку математичної моделі досліджуваного 
кола. До головних переваг запропонованого методу можна віднести універсальність у використанні, а також те, 
що він дає мождивість оцінити вплив параметрів кола на композицію спектра струму.  
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АКТУАЛЬНОСТЬ РАБОТЫ. Как известно, в ос-

нове анализа различного рода электротехнических 
устройств лежит расчет нелинейных электрических 
цепей, поскольку нелинейность присуща практиче-
ски всем без исключения электротехническим уст-
ройствам [1]. Расчет нелинейных электрических 
цепей сводится к решению прямой (по известным 
параметрам цепи определяются токи) и обратной 
(по известным токам и напряжениям определяются 
параметры цепи) задач электротехники. Как извест-
но, большинство классических, а также современ-
ных подходов анализа энергопроцессов [2–6], про-
текающих в электротехнических системах, дают 
возможность только численной оценки параметров 
и не дают исчерпывающей информации о процессах 
в нелинейных электрических цепях. На практике 
исследователи вынуждены прибегать к комбинации 
нескольких методов, что, в свою очередь, приводит 
к усложнению расчетных зависимостей и провоци-
рует увеличение погрешностей вычисления [4, 7]. 
Для достижения достаточной точности определения 
параметров электрических цепей электротехниче-
ских устройств, которые включают в себя разнооб-

разные нелинейные элементы, необходим эффек-
тивный и простой в реализации метод расчета. 

Принимая во внимание вышеизложенное, для 
анализа нелинейных электрических систем различ-
ной конфигурации и сложности была выбран подход 
на базе анализа составляющих мгновенной мощно-
сти [8]. Он дает возможность определения не только 
величин гармонических составляющих параметров 
сигнала мощности, но и позволяет анализировать 
электрические цепи на основании аналитических 
уравнений баланса составляющих мгновенной мощ-
ности. 

В работе [9] автор предлагает определять актив-
ную и реактивную мощности электрических цепей 
путем введения в расчет величины мгновенного со-
противления. Мгновенное сопротивление электри-
ческой цепи определяется через мгновенное напря-
жение  u t  и мгновенный ток  i t : 

   
 

u t
z t

i t
 . (1) 

Как известно, мгновенная проводимость являет-
ся величиной, обратной мгновенному сопротивле-
нию: 
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   
 
 

i t1y t
z t u t

  . (2) 

Через мгновенную проводимость возможно оп-
ределение тока в нелинейной электрической цепи 
     i t y t u t . 

Целью работы является разработка метода ана-
лиза нелинейных электрических цепей с использо-
ванием составляющих мгновенной проводимости и 
сопротивления. 

МАТЕРИАЛ И РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ. 
Рассмотрим формирование составляющих проводи-
мости для нескольких случаев. 

1. Напряжение питания  u t  задано первой 
гармоникой мнимой составляющей 
   1bu t U sin t  , ток – первой и третьей гармони-

ками:  

     
   

1 1

3 33 3
a b

a b

i t I cos t I sin t

I cos t I sin t .

    

   
 

Тогда выражение для мгновенной проводимости 
будет иметь вид: 

   
 

 
 

 
 

 
 

1 1

1 1

3 3

1 1

3 3

a b

b b

a b

b b

I cos t I sin t
y t

U sin t U sin t

I cos t I sin t
.

U sin t U sin t

 
  

 

 
 

 

 (3) 

Для осуществления перехода из временной в 
частотную область задания мгновенной проводимо-
сти выражение (3) было преобразовано с использо-
ванием тригонометрических преобразований. Для 
большей наглядности ниже приведено математиче-
ское преобразование каждого слагаемого по отдель-
ности (табл. 1). 

 

Таблица 1 – Преобразование составляющих мгновенной проводимости в тригонометрическом виде 

a) 
 
   1 1

1 1

a a

b b

cos tI I
ctg t ;

U sin t U


 


 

б) 
 
 

1 1

1 1

b b

b b

sin tI I
;

U sin t U





 

в) 

 
 

 
 

       
 

          
 

 
             
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1

3
23 3

1 1

3

1
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2
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b b b

a

b
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b b

a

b

cos t cos t t cos t cos t sin t sin tI I I
U sin t U sin t U sin t

cos t sin t cos t sin t cos tI
U sin t

cos tI I
sin t cos t ctg t cos t sin t cos t

U sin t U

I ct
U

       
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  
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 



                 

        

        
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1
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1 1 2 3
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1 3

3

4 2 2

a

b

a

b

a a a

b b b

g t cos t sin t cos t

I ctg t sin t sin t cos t
U
I ctg t ctg t sin t sin t cos t
U
I I Ictg t sin t cos t ctg t sin t ;
U U U

          
  

          
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г) 

 
 

 
 

       
 

        
 

     
 

    

3 3 3

1 1 1
2 2 2

3 3

1 1

23 3

1 1

3 2 2 2

2 2 1 4

44 1 1 2 1
2

b b b

b b b

b b

b b

b b b

b b

sin t sin t t sin t cos t cos t sin tI I I
U sin t U sin t U sin t

sin t cos t cos t sin t sin t cos t sin tI I
U sin t U sin t

I I Icos t cos t
U U

       
  

  

          
   

   
             

 3 3

1 1
2 2b

b b

I cos t .
U U

 
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С использованием основных тригонометриче-
ских тождеств и формул преобразования (формулы 
сложения, тригонометрические функции двойного 
аргумента, преобразования степеней синуса и коси-
нуса) получим: 

     

   

1 1 3

1 1 1

3 3 3

1 1 1
2 2 2 2

a b a

b b b

a b b

b b b

I I I
y t ctg t ctg t

U U U
I I I

sin t cos t .
U U U

     

    
 (4) 

Для проверки адекватности полученного триго-
нометрического выражения (4) исходная кривая 
сигнала тока (рис. 1) была сопоставлена с кривой 
тока, построенной с использованием величины 
мгновенной проводимости      i t y t u t . Исход-
ные данные для анализа кривых тока и напряжения: 
Ub1=10 В; Ia1=–2,5 А; Ib1=4,33 А; Ia3=–1,859 А; 
Ib3=3,542 А; φ1=π/6; φ3=π/6,5. 
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Рисунок 1 – Кривые сигналов напряжения u(t)  
и тока i(t): (- - -) – кривая тока, рассчитанная  

с использованием мгновенной проводимости;  
(_____) – исходная кривая тока 

 
Необходимо отметить, что в (4) составляющие 

без тригонометрической функции, а также коэффи-
циенты при ctg(ωt) соответствуют реальной и мни-
мой составляющим мгновенной проводимости ну-
левой частоты, соответственно. Коэффициенты при 
cos(kωt) и sin(kωt) – соответственно при реальной и 
мнимой составляющими мгновенной проводимости 
соответствующей гармоники k.  

Согласно вышеизложенному и (4), запишем 
мгновенную проводимость и напряжение питания в 
частотной области в виде массивов:  

 

1 3

1

3

1

0

b b

b

k

b

b

I I
U

Re Y
I
U

 
 
 
 
 
 
 
 

;  

1 3
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1

0

a a

b

k

a

b

I I
U

Im Y
I
U

 
 
 
 
 
 
 
 

; 

 
0
0
0

nRe U
 
   
 
 

;   1

0

0
n bIm U U

 
   
 
 

. 

Для проверки правильности формирования мас-
сивов составляющих мгновенной проводимости, 
используя автоматизированный метод формирова-

ния составляющих мгновенной мощности [10] на 
базе алгоритма дискретной свертки [11–13] двух 
рядов, определим гармонические составляющие 
тока. Полученные массивы искомых ортогональных 
составляющих тока соответствуют исходным: 

  1

3

0

0
a

m

a

I
Re I

I

 
    
   

;   1

3

0

0
b

m

b

I
Im I

I

 
 
   
  
 

, 

что подтверждает правильность метода формирова-
ния массивов составляющих мгновенной проводи-
мости. 

2. Напряжение питания  u t  задано аналогично 

первому случаю:    b1u t U sin t  , а ток – первой, 
третьей и пятой гармониками: 

       
     

1 1 3

3 5 5

3

3 5 5
a b a

b a b

i t I cos t I sin t I cos t

I sin t I cos t I sin t .

      

     
 

Запишем выражение для мгновенной проводи-
мости: 

   
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

1 1 3

1 1 1

3 5 5

1 1 1
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3 5 5

a b a

b b b

b a b

b b b

I cos t I sin t I cos t
y t

U sin t U sin t U sin t

I sin t I cos t I sin t
.

U sin t U sin t U sin t

  
   

  

  
  

  

 (5) 

После тригонометрических преобразований (5) 
получим: 
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  (6) 

Массивы ортогональных составляющих мгно-
венной проводимости в частотной области пред-
ставлены ниже: 
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. 

Правильность полученного выражения подтвер-
ждает совпадение кривых сигнала тока, отраженное 
на рис. 2. Кривые, представленные ниже, построены 
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с использованием следующих данных: Ub1=10 В; 
Ia1=–2,5 А; Ib1=4,33 А; Ia3=–1,859 А; Ib3=3,542 А; 
Ia5=–1,302 А; Ib5=2,703 А; φ1=π/6; φ3=π/6,5; φ5=π/7. 
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Рисунок 2 – Кривые сигнала тока i(t)  
и напряжения u(t): (- - -) – кривая тока, рассчитанная 

с использованием мгновенной проводимости;  
(_____) – исходная кривая тока 

 
Для проверки правильности формирования мас-

сивов составляющих мгновенной проводимости оп-
ределим гармонические составляющие тока. Полу-
ченные массивы искомых ортогональных состав-
ляющих тока соответствуют исходным: 
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. 

Равенство полученных и исходных ортогональ-
ных составляющих тока для двух вышерассмотрен-
ных случаев подтверждает правильность формиро-
вания массивов ортогональных составляющих 
мгновенной проводимости и применимость предло-
женного метода определения тока. 

На основании (4) и (6) можно записать выраже-
ние для мгновенной проводимости в тригонометри-
ческой форме в общем виде: 

   

   
1 1

1 1
2 2

bm am

b b

bm am

b b

I I
y t ctg t

U U
I I

cos k t sin k t ,
U U

   

   

 

 
 (7) 

где a bI , I  – соответственно косинусные и синусные 
гармонические составляющие тока;  

1bU  – гармоническая составляющая напряжения, 
представленная первой гармоникой; m, k  – номера 
гармоник тока и проводимости, соответственно;  
ω – угловая частота. 

Таким образом, в соответствии с (7) можно в 
общем виде представить ортогональные состав-
ляющие мгновенной проводимости:  
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 0
1 1

1 M

am
b m

Im Y I
U



 
 
 
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Im Y I
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 . 

Для демонстрации практического использования 
предложенного подхода анализа составляющих 
мгновенной проводимости  Y t  и сопротивления 

 Z t  для определения гармонических составляю-
щих тока электрических цепей рассмотрим про-
стейший электрический контур последовательно 
соединенных линейного и нелинейного сопротивле-
ний. Для расчета были выбраны следующие пара-
метры: 0 1R  Ом, 2 2R  Ом для случая одной си-
нусной составляющей гармоники в сигнале напря-
жения    1bu t U sin t  , 1 10bU  B. Нелинейное 
сопротивление описывается выражени-
ем    2

2R I R i t . Эквивалентная схема замещения 
представлена на рис. 3. 

u(t)

R0

R(I)
i(t)

 

Рисунок 3 – Исследуемая 
электрическая цепь 

Из закона сохране-
ния энергии следует: 

   S Cp t p t  [12], 

где  Sp t  – мгновен-
ная мощность источ-
ника питания;  Cp t  – 
мгновенная мощность 
потребителей. 

Мгновенная мощность источника питания опре-
деляется произведением соответствующих состав-
ляющих напряжения и тока:      Sp t u t i t  [14]. В 
свою очередь, для рассматриваемого случая (рис. 3) 
мгновенная мощность потребителей равна сумме 
мгновенных мощностей всех элементов исследуе-
мой электрической цепи:        0C R R Ip t p t p t  , 

где    2
0 0Rp t R i t ,      4

2R Ip t R i t  – мгновен-

ная мощность на линейном и нелинейном сопротив-
лении, соответственно.  

Принимая во внимание (1) и (2), правомерно ут-
верждать, что дискретная свертка массивов ортого-
нальных составляющих полного сопротивления и 
квадрата тока равна свертке массивов ортогональ-
ных составляющих мгновенной проводимости и 
квадрата напряжения и равна мгновенной мощности 
источника питания:  

2 2
SI Z U Y P    , (8) 

где   – операция дискретной свертки. 
Для подтверждения вышеизложенного приведем 

численные значения, полученные с использованием 
автоматического метода формирования составляю-
щих мгновенной мощности, основанного на базе 
алгоритма дискретной свертки (табл. 2). Значения 
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амплитудных составляющих тока и напряжения 
схемы замещения исследуемой электрической цепи 
были получены в результате расчета математиче-
ской модели в пакете MatLAB. При рассмотрении 
электрической цепи (рис. 3), содержащей только 
активные линейное и нелинейное сопротивления, 
токи будут представлены только синусными состав-
ляющими. Для упрощения расчетов ограничимся 
наиболее весомыми (первой, третьей и пятой) гар-
мониками тока. 

 
Таблица 2 – Численные значения баланса  
составляющих мгновенной мощности  
для исследуемой электрической цепи 

SaP  CaP  2YU  2Z I  

9 2
0

3 79
0

0 45
0
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0
0
0
0

,

,

,

,
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 
 
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 
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9 2
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0
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0 31
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Как видно из данных, приведенных в табл. 2, ра-

венство (8) справедливо. Точность полученных зна-
чений для нулевой, второй и четвертой гармониче-
ских составляющих мгновенной мощности доста-
точно высока. Расхождения результатов в высших 
гармониках можно обусловить погрешностью вы-
числений, которая появляется как следствие ограни-
ченного количества анализируемых гармоник тока.  

Учитывая (1) и (2), можно записать U I Z  , 
I U Y  , тогда выражение SP I U  можно запи-
сать следующим образом: SP I Z U Y    . Отсюда 
следует, что свертка спектров мгновенной проводи-
мости Y и мгновенного сопротивления Z равна еди-
нице: 

1Z Y  . (9) 
Выражение (9) позволяет записать в аналитиче-

ском виде и численно найти решение системы урав-
нений с искомыми гармоническими составляющими 
тока электрической цепи (рис. 3). Ниже приведем 
аналитические выражения ортогональных состав-
ляющих мгновенной проводимости и сопротивле-
ния: 
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. 

С использованием приведенных выше выраже-
ний представим (9) в частотной области: 
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. 

С использованием автоматизированного метода 
формирования составляющих мгновенной мощно-
сти получим систему уравнений (10) в аналитиче-
ском виде, решение которой позволит определить 
искомые гармонические составляющие тока иссле-
дуемой электрической цепи. 
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(10) 

Решение полученной системы уравнений, т.е. 
нахождение неизвестных первой, третьей и пятой 
гармонических составляющих тока осуществлялось 
численным методом Левенберга–Маркуардта. Рас-
считанные значения 1 0 93bI ,  А, 3 0 164bI ,  А, 

5 0 084bI ,  А сравнивались с полученными в ре-
зультате расчета математической модели рассмат-
риваемой цепи в пакете MatLAB. Полученные зна-
чения относительной погрешности результатов: 
 1 0 8bI , %  ,  3 0bI %  ,  5 11 5bI , %   гово-

рят об адекватности и достаточной точности пред-
ложенного метода решения прямой задачи электро-
техники. 

Для решения обратной задачи (по известным то-
кам и напряжениям определяются параметры цепи) 
можно использовать выражение баланса напряже-
ний исследуемой цепи: 

I Z U  . (11) 
Запишем (11) в частотной области: 
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. 

Применив автоматизированный алгоритм фор-
мирования составляющих мгновенной мощности, 
получим систему уравнений в аналитическом виде: 
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(12) 

Система уравнений (12) так же, как и (10), была 
рассчитана методом Левенберга–Маркуардта. При 
решении (12) целесообразно пренебречь несколькими 
уравнениями, соответствующими высшим гармони-
кам в массиве I Z , что, с учетом анализа ограни-
ченного количества гармоник тока, обусловлено рос-
том погрешностей с увеличением номера гармоник в 
рассматриваемой системе уравнений. Рассчитанные 
значения параметров 0 1 064R , Ом и 2 1 959R ,  Ом 
сравнивались с исходными. Полученные значения 
относительных погрешностей составили: 
 0 6 4R , %  ,  2 2 04R , %  , что показывает эф-

фективность предложенного метода решения нели-
нейной электрической цепи с использованием со-
ставляющих мгновенной проводимости и сопротив-
ления. 

ВЫВОДЫ. Представлен механизм формирования 
ортогональных составляющих мгновенной проводи-
мости на основе составляющих тока и напряжения. 
Разработан метод анализа нелинейных электрических 
цепей с использованием составляющих мгновенной 
проводимости и сопротивления, позволяющий наря-
ду с определением численных значений искомых 
величин  провести аналитический анализ формирова-
ния уравнений баланса составляющих мгновенной 
проводимости и сопротивления. Результаты числен-
ного решения системы уравнений баланса состав-
ляющих мгновенной проводимости и сопротивления 
подтверждают высокую точность и эффективность 
предложенного метода применительно к анализу не-
линейных электрических цепей. 
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THE NONLINEAR ELECTRIC CIRCUITS ANALYSIS WITH THE USAGE  
OF INSTANTANEOUS ADMITTANCE AND RESISTANCE COMPONENTS 

M. Maliakova, A. Kalinov 
Kremenchuk Mykhailo Ostrohradskyi National University 
ul. Pervomayskaya, 20, Kremenchug, 39600, Ukraine. E-mail: marry_88@mail.ru, scenter@kdu.edu.ua 
The method for the nonlinear electric circuit analysis with the usage of orthogonal instantaneous admittance and 

resistance components was proposed. Mechanism of orthogonal instantaneous admittance components formation of 
nonlinear electric circuit was shown. Analytical equations of the orthogonal instantaneous admittance and resistance 
components were presented and analyzed. The analysis of instantaneous admittance and resistance components balance 
equations was carried out, also current harmonic components of the nonlinear electric circuit have been determined. 
Researched electric circuit consists of the serially connected active linear and nonlinear resistance. The accuracy and the 
adequacy of the developed method were proved. Numerical values of current harmonic components, calculated with the 
offered method for the nonlinear electric circuit analysis, were compared with the values, received with the researched 
electric circuit mathematical simulation. The universality and the possibility to evaluate the impact of the circuit 
parameters on the current’s spectrum composition can be add to the main advantages of the offered method. 

Key words: instantaneous admittance, instantaneous resistance, instantaneous power, electric circuit, nonlinearity. 
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